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GRUNDZUGE DER INTERVALL-ALGEBRA

Einfuhrung:

Die Beschreibung emnes mathematischen Modells auf seine Eigenschaften hin,
wird allgemein als Algebra bezeichnet.

S0 giot es beispielswerse die "lineare Algebra” oder die “Boolesche Algebra”. Der
Grund dafur, dal in diesem Zusammenhang von “Intervall-Algebra”

gesprochen werden kann, ist auf die Moglichkeit zuruckzufuhren, die
Intervallstruktur als mathematisches Modell aufzufassen.

Die Notwenaigkeit, sich uber diese Algebra Aufschlufl zu verschaffen, ergibt
sich aus der Tatsache, dafl zwar mit dem Intervallbegriff haufig "operiert”
wird, ohne aber sich uber diesen genugend Klarheit verschafft zu haben.

Insbesondere die Anwendung auf verschiedene Musiken fordert desweiteren
emne genauere Begrifflichkeit.

1. Zum Intervall

[

1ad; Voraussptzunq
Dag Sch nwingen der Saite eines Monochords se ein Erpmmr E
Die IMenge aller Ereignisse E se1 Mg. Uber die Wahrnehmung der Tonhohe set
jedem Ereignis E eine Tonhche T zugeordnet, also: Mg 2 Mt
Bl =0% | % it Tonkehe )

Fur die Menge M} wird eine totale Ordnung gefordert, das heifit:

a.) Totalitat: T,Tzeth £ THeT 2 T
b.y Anhsymmetrie: T, ToeMp T ETon T2 To=T] =Ty
c.y Transitivitat: LAz EIR T 2 B a TR s T AT

Diese drer Punkte mussen erfullt sein, wenn es moglich sein soll, die Tone

in Bezug auf die Tonhohe zu ordnen.

Quahtativ bedeutet dies:

a.) Jeder (horbare) Ton mufl mut jedem (horbaren) Ton (auch mit sich selbst)
vergleichbar sein.

k77 1 Tone, von denen der erste sowchl “grafler gleich” dem zweiten ist,
als auch "klemner gleich”, muf3 dem zweiten "gleich” sein.

c.y Wenn emn erster Ton “klemner gleich” einem zweiten 1st und dieser zweite

"klemer gleich” einem dritten, dann 1st auch der erste Ton “kleiner gleich”
derm dritten Ton.

1.2. Das Intervall:
Unter einem Inter all versteht man die Verknupfung zweler Eregnisse E| und
Ey aus Mg bzw. wweier Tonhohen T) und Ty aus MMy uber die Wahrnehmung



der Tonhchendistanz.
Die Menge aller Intervalle ser M,. Es qilt:

Writh=Me X Me=My X My = /7,
Das Zeichen "X" (cartesisches Produkt) bedeutet in diesem Zusammenhang, daf}
irgendeine Verknupfung, die nicht naher bestmmt zu sein braucht, zweier
Ereignisse E| und Ep bzw. zweler (wahrnehmbarer) Tone Ty und Ty
(quahtativ) zu emmem neuem Phanomen fuhrt - namlich zur Wahrnehmung
emmes Intervalls Ij2. So wird durch den obigen Ausdruck einfach auf die
fahigkeit verwiesen, zwer Tone uber ihre Distanz aufeinander zu beziehen .

Ebenso wie es notwendig war, fur de Menge M; emne totale Ordnung zu
fordern - da nur im Falle emner totalen Ordnung der Tone der Begriff

Tonhohendistanz sinnvoll emgefuhrt werden konnte - | ist dies auch fur die
Menge M, notwendig.

Auch fur M, soll also gelten: (M, , <)

Um die dre: Punkte (Totalitat/Antisymmetrie/Transitivitat) zu erfullen, wird
qualitativ ”vereinbart”:

a.) Jedes (horbare) Intervall muf mit jedem (horbaren) Intervall (auch mit
sich selbst) vergleichbar sein. ‘ |

b.y Zwei Intervalle, vui denen das erste sowohl "grofler gleich” dem zweiten
1st, als auch “klemner gleich”, muli dem zweiten "gleich” sein.

c.) Wenn ein erstes Intervall "kleiner gleich” einem zweiten 1st und dieses

zweite "kleiner gleich” emnem dritten, so muf3 das erste "klemner gleich” dem
dritten sein.

Anmerkung: Uber die Wahrnehmung der Intervalle werden die verknupften
Ereignisse ( Mg X Mg ) in Klassen emngeteilt; so gehoren der
Intervallklasse der OCktaven eben alle Tonfolgen an, deren
Distanz emner Oktawv: «ntspricht.

Behalt man als Tonquelle das Monochord bel, so lassen sich nur Intervalle
konsekutiver Tone erzeugen, fur die es sinnvoll scheint, Intervalle 1n positive
und negative einzuteilen. Hierbei soll gelten:

— Die Menge aller positiven Intervalle M;* 1st gegeben durch:
Mt =<Iagp | Ta<Tp?

- Die Menge aller negativen Intervalle M;~ ist gegeben durch:
Mi—=<Ilap | T3> Tp?

- Das "Nullintervall” I3 /p = Ip ist gegeben, wenn gilt:
Ta=Tp, und MP={1g}
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Fur die Betrachtung von Intervallen simultaner Tone - wie es fur viele
Musiken notwendig 1st - |, bietet es sich an, die Mengen M;*, M~ und M}

wieder zu einer Menge M,’ zusammenzufassen, indem nur die Betrage der
intervalle beachtet werden.

1.3. Die Operation "+" auf der Menae M;:

Der Operationsalgorithmus zur "Addition” ("+”) zweter Intervalle la/p und I /4
am Monochord lautet so:

"Die Saite mit Ausgangstonhohe T; st solange zu verkurzen, bs die
Zwischentonhohe Ty zur Ausgangstonhche das Intervall la/p bildet. Nun ist
die Saite soweit zu verkurzen, bis die Endtonhohe Tdq zur Zwischentonhohe Ty,
( = T¢ ) das Intervall I /4 bildet.”

Saite eines Monochords: r
Zur Zewchnung: — ,g‘" P
Dem ersten Ton T, 1st die Lange I % y LAt
g zuzuordnen, dem zweiten bzw . lg-1) +—r—> I3./h
dritten Ton Ty = T¢ die Lange Ig-] -l ﬁlg/d
und dem vierten Ton T4 die Lange

lg-11-12. (Die Zuordnung einer Lange 1y, zu emem Ton Tp wird im nachsten
Abschnitt - formalisiert - eingefuhrt.)

Die (zweistellige) Operation selbst lautet :
"FEMEZ O M Ol L ) =1 + I
Dies bedeutet:
"Eingefuhrt wird die Operation "+" (Addition), indem zwer Elemente der
Menge I, (daher die ”2” ber M;2) wieder 1n die Menge M, abgebildet werden
- also My« = M; - , wobel die Verknupfung zweler Elemente In und Iy, der
Menge - ”+” (Ip,I;p) - geschrieben wird als:
’ In+1Im
Dafl diese Operation als "Addition” bezeichnet wird, ist auf die Ahnlichkeit der
Menge ™M; bezughch ihrer Verknuptung zur Menge der reelen Zahlen R
bezughch der “gebrauchhchen” Addition zuruckzufuhren. In beden Fallen

handelt es sich um additive Gruppen, das heiflt: Beide besitzen bestimmte
strukturmerkmale, wie sie fur additive Gruppen gefordert werden.

Eine additive Gruppe liegt vor, wenn qilt:
d.) ~ Abgeschlossenhet:
M XM-=M
Dies 1st bereits durch die Operationsanweisung — M;2 - M, - festgelegt.
b.; - Neutrales Element:

eeMesa=ase=a3 | aecM)



Das in Abschnitt 1.2. eingefuhrte Nullintervall lp (die Prim) verhalt sich
bezughch der Intervalladdition neutral, das heifit: Ipg =e.
c.y - Inverses Element:

sgEHli{gs 3 l=a

Das inverse Intervall In~! zu einem gegeben Intervall I, 1st dadurch zu
bilden, dall - entsprechend den reellen Zahlen - das "Vaorzeichen” des
Intervalls I, umgekehrt wird, also: Ip~! = - I,
d.y - Assoziahivitat:

l,a,b,ceM((a*#b)sec=a#%(b=*c)
Dafl es fur die Addition von dre gegebenen Intervallen Ij, Iy, Iy € M,
kemen Unterschied macht, ob erst In zu ] addiert wird und hierzu dann

Im oder zu I} die "Summe” von I, und Im, 1st aus dem bisher Gesagten
nicht zu schhieflen, leuchtet aber intuitiv ein.

Die Punkte a.y - d.) sind Strukturmerkmale, die allgemein fur jede Gruppe

(Permutationsgruppe, multiplikative Gruppe, Drehgruppe euwies wurtels ...)
zutreffen. :

Ein speziellerer Typ von Gruppen, dem-auch die additiven Gruppen angehoren,
sind die abelschen Gruppen.

Eine abelsche Gruppe schhefit die Kommutativitat ein:
e.) - Kommutativitat:

At B4

2, belii ath=1% 53

Wie im Falle der Assozitivitat (Punkt d.y) leuchtet es zwar intutiv ein, dafl
es gleichgultig 1st, ob zu einem gegeben Intervall Iy, € M; ein Intervall I, €

M;, oder ob zu Iy das Interva!! In addiert wird, mull aber dennoch an
dieser Stelle gefordert werden.

ochliefiich muf3, um eine additive (sruppe zu erhalten, ein Strukturmerkmal
eingefuhrt werden, das die besondere FEigenschaft des inversen Elements
betrifft.
f.y - Symmetrie des inversen Elements:
aeEM=al=-3 oder:
aeM=>lal =lall :
Auf diese Eigenschaft wvon M; wurde bereits unter Punkt C.) hingewiesen.

Anmerkung: Die Abgeschlossenheit der Gruppe G; = ( M;
theoretisch gewahrleistet.

, + ) ist nur




Da es Ereignisse der Menge Mg gibt, denen (qualtativ) kemne
Tonhche zugeordnet werden kann - eben, wenn die Horgrenzen
nach "oben” bzw. nach "unten” uberschritten werden - , kann
nichi fur alle Elemente E € Mg das cartesische Produkt Mg x Mg
gehilitet  werden, so dal in der Menge M, ein (subjekhv
untercchiedhches) maximales Element I3 und entsprechend emn
minimales Imn = -lmax auftreten. Damit 1st die Menge sowohl
nach "unten”, als auch nach "oben” beschrankt. Empirisch
relevant 1st demnach nur eine Teilmenge von M;, die sowahl ein
Infimum, als auch emn Supremum besitzt. Diese Teilmenge -

sagen wir T; - wvon IM; ist nicht abgeschlossen bezuglich der
Addition, denn es qgiit:

heT (lpax *In=Im>Imax 2 m fTi | In>lg)

1.3.1. Die Untergruppe U,’ der aquidistanten Stimmungen:
Bislang wurde die Menge M, die grundsatzlich alle Intervalle enthalten sall,
betrachtet. Die Machtigkeit (Anzahl der Elemente) dieser Menge entspricht, da

sie aus einem “Kontinuum” an Intervallen besteht, der Machtigkeit der reelen
zahlen - sie 1st uberabzahlbar.

Unter emer Untergruppe versteht man emne solche Teilmenne  der
Gruppenmenge, fur die die Gruppenaxiome erfullt sind. Wie bereits in Kapitel
1.3. bemerkt wurde, ist dies nicht mit einer Beschrankung der Grundmenge
durch emn Supremum oder ein Infimum moglich.

Es besteht aber eine andere Moglichkeit:

Ahnlich, wie die Addition bezogen auf die Menge der reelen Zahlen auf die der
ganzen Zahlerr beschrankt werden kann, indem die | als erzeugendes Element —
neechrieben: 17 = < 1> - benutzt wird, kann dies auch fur die Gruppe G, =
( Mj , + ) geschehen.

Betrachtet man sich den Tonvorat der 12-tonigen  aquidistanten
(gleichschwebenden) Stimmung, so fallt auf, dafl ahnlich den ganzen Zahlen
jeder Ton bzw. jedes Element durch n-fache Addition des Halbtons bzw. der
Zahl ! ereicht werden kann. Man konnte sozusagen den Halbtonschritt als
“atomares” Intervall bezeichnen. Dafl die Menge aller n-fachen Halbton:ntervalle

ikl =4 1y B o= In? » die gleiche Machtigkeit der naturlchen Zahlen N
(abzahlbar) besitzt 1st augenfallig.

S0 erhalten wir die Untergruppe U; zu Gy:
Ui =<Ip>

e Feststellung ist von entscheidenderer Bedeutung, als es vielleicht zunachst
scheint:



Diese besondere Eigenschaft 1st namhich fur die meisten historisch gewachsenen
Tonsysteme nicht gegeben; auf diesen lafit sich keine Untergruppe zu G, bilden,
da kemn atomares Intervall vorzufinden 1st. Das heifit: Die Frage, welche
Inter valle addiert werden konnen, 1st von der absoluten Tonhohe des
Ausgangstons abhangig. So kann beispielswelse 1n einem heptatonischen System
- aufbauend auf den Stammtonnen - zur Prim c keme kleine Sekund addier
werden, weil das Element ”"des” mm Tonvorrat nicht vorhanden 1st,
andererseits muf} das Halbtoruntervall vorhanden sein, da sonst nicht der
Tonschritt "e” - "f” moghich ware.

Die gleichschwebende Stmmung st mit threr Eigenschaft, eine Untergruppe zu
Gy zu bilden, historischer Ausdruck emner sich durchsetzenden relativistischen
Denkweise, da thre Gruppeneigenschaft die Abstraktion von der absoluten
Tonhohe erlaubt.

Dafl es auch andere Untergruppen zu G; aibt, 1st offensichtich. Ein Beispiel
stellt die 24-torige aquidistante Stimmung dar (atomares Intervall: 1/4-

Tonschritt), es sind aber auch aguidistante Stimmungen denkbar, die nicht
oktavierend sind.

L]
<. baitenverhaltnis:

Die Notwendigkeit, dem Intervallbegriff eine quantitative Grofle zuzuordnen,
besteht wvor allem fur die Behandlung wvon Stmmungsproblemen und
Tonsystemen. Aber auch im Bereich der gquantitativen Analysemethoden ist
emne solche Zuordnung zu ford-~» uUblcherweise geschieht dies durch die
Einfuhrung des OSaitenverhaltnisses oder - veraligememert - durch die
Wellenlangenverhaltnisse.

2.1. Voraussetzung:

Entsprechend 1.I. wird die Menge Mp eingefihrt.

Uber eine Messung mit einem Langenmafistab wird jedem Ereignis E aus der
Menge Mg ein Sachverhalt S mut der Eigenschaft S(1) zugeordnet.

Die Menge aller S(1) sei Ms.

Es qilt:

Mg 2 Mg

Fur die Menge Mg ergibt sich, da die Eigenschaft | durch eine Zah! Element R
angegeben werden soll, eine totale Ornung, also: ( Mg , < ).

Empirische Erfahrung ergibt eine Abbildung der Menge aller Tonhohen I auf
die Menge Mg uber die Zuordnung:

Je "hoher” eine Tonhohe eines Ereignis, desto kleiner ist die Lange 1.
oder entsprechend:
Je "uefer” die Tonhohe emnes Ereignis, desto grofler ist die Lange 1.



Eine wichtige Eigenschaft dieser Abbildung ist, dafl nicht nur die beiden Mengen
injektiv (eindeutig) und surjektiv (vollstandig) - also bijektiv - aufeinander

abgebildet werden, sondern dafl hierbei auch die ‘otalen Ordnungen erhalten
bleiben.

Es handelt sich also um einen "Ordnungsisomorphismus”, geschrieber::
A: Mt 2 Mg 1somorph

2.2. Die Bijektion M; » My

Die Menge aller Intervalle M; war in Abschnitt 1.2. uber das Kreuzprodukt:
M X My = Mg X Mg = M eingefuhrt worden. Die Frage besteht nun
darin, ob es in irgendeinsr Weise moglich ist, ein Kreuzprodukt:

M} X M} = My auf der Menge Mj derart zu bilden, daf3 fur die Menge My,
gilt:

A: My X My = Mjo> My = M} X M isomorph
Gesucht ist also nach einer quantitativen Zuordnung einer GroBe, die durch
eine Verbindung zweler Saitenlangen zu gewinnen ist, zu emnem Intervall, die
die Ordnung der Menge M; bewahrt.
Empirische Erfahrung zeigt, daf8 diese Forderung genau dann erfullt ist, wenn

das Verhaltnis der beiden Saitenlangen der beiden Ecktone des Intervalls
gebildet wird, also:

la/b 2 Vas/p =5SU3) : Sp)
Die Menge aller Saitenvehaltnisse sei also My, mit g 5 3
Beispiel:  Die beiden Ecktone c - ¢’ bilden das Intervall einer Oktave ebenso,

wie die Ecktone f - f’. Der Klasse der Oktaven wiederum ist Aas
Saitenverhaltnis /2 zuzuordnen.

Entsprechend der Einteilung der Intervalle konsekutiver Tone in M;*, M;” und
M? lassen sich die Saitenverhaltrisse in Mengen eintellen. Daf3 eine solche
Einteilung existieren muf3, ergibt sich aus obiger Beziehung:
Mj > My  isomorph .
- Da fur Iy € M;* die Beziehung T5 < T nalt (1.2.), folgt fur Va/h € Myt:
S(13) < S(ly) und damit: V5 4 < 1, also:
Myt ={Va,/p | S3) < Sy}
- Entsprechend ergibt sich unter der Bedingung T3 > Ty fur die Abbildung
eines Intervalls I3 /h: S(13) > S(ly) und damit: V5 p > 1, also:
My~ =4 ¥ | SU5) > 5050}
= Und schheBlch ergibt sich fur das Nullintervall das "Einsverhaltnis”
Va/b = Vg, wenn qilt:
S(l3) = Stlp) und M8 = ¢ Vg }




An dieser Stelle kann auch geklart werden, ob fur die Menge aller Tonhohen
Mt ein Ton Tg als Grenzfall fur S(1) = 8 [Einheiten) - also ein Ton Tg, dessen
saite keine Lange besitzt - sinnvoll zugelassen werden kann.

Nehmen wir an, es gabe emnen Ton Ty, dann muBte es sowoh! ein Verhaltnis
V@b € M, geben, fur das qilt:
Vi /b = SB) : Sy,
als auch ein Verhaltnis V5 /g fur das qult:
Vasg = Slg) : S@).
Letzterer Ausdruck 1st mathematisch nicht definiert, so dall sowochl die

Tonhohe Tg, als auch die Saitenlange S(1) = S(8) ausgeschlossen werden mufB.
comut ergibt sich fur My als Wertemenge die Menge R*.

Was wiederum die Behandlung von Intervallen simultaner Tone betrifft, ergibt

sich entsprechend der Veremnbarung in Abschnitt 1.2. eine Menge My;’, deren
wertemenge definiert ist als:

Mg = LVaty | Vorpaus 10, 105

3. Der Gruppenisomorphismus Gj 2 Gy:

In Abschnitt 1.3. wurde auf der Menge aller Intervalle M; die Addition als
Operation auf der Menge M; eingefuhrt. Wie gezeigt werden konnte, handelte
es sich bei dieser Struktur um eine additve Gruppe.

Die Frage, die nun eine zentrale Rolle spielt, lautet: "Ist es moglich, auch auf
der Menge My, eine Operation einzufuhren, die es gestattet, auf der Menage M.,
S0 zu operieren, wie dies durch die Addition auf M; moglich war?”
Mathematisch bedeutet dies: Existiert eine Abbildung der Gruppe G; zur Gruppe
Gy (dies ist die Menge My, mit ihrer gesuchten Operation "#”), so daf3 dies ein
Isomorphismus ist?

Die Beantwortung dieser Frage saii :n drei Schritten geschehen:

. Gesucht wird nach einem Homomorphismus (dies ist eine Abbildung, die
noch nicht die Eindeutigkeit (Injektivitit) und die Vollstandigkeit
(Surjektivitat) gewahrleistet, die also nicht notwendiger Weise bijektiv ist,
wogegen ein Isomorphismus ein bijektiver Homomorphismus ist).

2. Gezeigt werden soll, daf3 dieser Homomorphismus bijektiv ist.

3. Schlieflich muB noch nachgewiesen werden, ob die Menge M, beziiglich
der gesuchten Operation eine Gruppe ist.

3.1. Der Homomorphismus von Gj_nach Gy:
Eine Abbildung A: Gy = (My, + ) 2 Gp = (Mp , * ) ist genau dann ein
Homomorphismus, wenn gilt:

aj,b2 € My ( Aaj+ b)) =Aa)* A (b))
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Ubertragen auf die Gruppe G, und die gesuchte Gruppe Gy, bedeutet dies:
Allqg/p+lpc) =AU, p * Ay o)
mit: "+ als Verknupfung auf My,
In  Abschmitt 1.3. wurde der Uperationsalgorithmus der Addition zweler
Intervalle I3,y und I 4 festgelegt und in Verbindung mit den Jeweilligen
saitenlangen gebracht.

Der Anweisung entsprechend muf} fur die Abbildung A (I3, p + Iz /4) gelten:

Der erste Ton besitzt die Lange lg, der zweite Ton die Lange (lg - 1p) und
der dritte Ton die Lange (lg - Ii = 12), somit ergibt sich fur das Intervall
lasd das Saitenverhaltnis: Vg, 4 - SElgd s g~ 1] — Il

und damit also:

Allgp +lc/q) = Sy @ (g - i = ip}]
Desweitern erhalt man fur Va b
Vasp = Sllg : (g - 1]
und fur Ve -3:
Vesd = Sltlg -1 : (g - 1 -9)]

Snmut liegt genau dann eine homomorphe Abbildung vor, wenn qult:
Sllg : g -1 - 1)1 = Sllg : (g - 1p = (g - 1p < g =) - 1]
Wird an dieser Stelle das Verknupfungszeichen ”#” durch das der
"gebrauchlichen” Multiphkation "  ersetzt, wird offensichlich, dafl die

Multiplikation der Sartenverhaltnisse eine Verknupfung darstellt, die 2.,
Intervalladdition zumindest homomorph 1st.

3.1.2. die Biektivitat der Abhildung G nach Gy:
Die  Biektwvitat st an dieser Stelle nicht mehr =zu zeigen, da der
Homomorphismus unter der Voraussetzung der 1somorphen Abhildung M; = My,

konstruiert wurde und damit auln die Biektivitat (in 2.2.) notwendig
ubertragen wurde.

3.1.3. Die Gruppe Gs,:

DaBl es sich im Fall Gy, = (M, , . um eine (multiphkative) Gruppe handelt, ist
offensichthch. Das heifit, Gy, 1st:

= ahgeschlossen

= besitzt das neutrale Element Vp
= besitzt zu jedem Element ein inverses Element
= Ist assoziativ

1st kommutativ

das inverse Element wird geschrieben: Vet =1z Va/b

Somut st gezeigt, dal fur die Menge My eine Operation (oder Verknupfung)
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existiert, so daf3 diese zu einer (multiplikativen) Gruppe Gy, = My, )
fuhrt, die zur Gruppe G; 1somorph (strukturahnlich) ist.

Der Grund fur das Interesse an emer salchen Beziehung, liegt auf der Hand:
Die Einfuhrung des Saitenverhaltnisses geschah, um dem Intervallbegriff eine
melbare Grofle zuzuordnen. Der Vorteil der neu eingefuhrten Operation auf

der so gewonnen Menge M, besteht darin, damit auch die (qualitative)
Operation der Intervalladdition ubertragen zu haben.

3.2. Die Untergruppe U+, der aquidistanten Stimmungen:
In Abschnitt 131. war die Moglichkeit voragestellt worden, durch ein
erzeugendes Element eine Untergruppe zur Intervallgruppe Gj zu erhalten. Da
in Abschmitt 3 eine zu G; isamarphe Gruppe Gy konstruiert werden konnte,
mull es auch in Gy moglich sein, ebensolche Untergruppen zu bilden. Dies
geschieht so:
Dermn atomaren Intervall I3 wird das ithm zugehorige Saitenverhaltnis V4
zugeordnet. Die Untergruppe Uy, ergibt sich damit als:

Uy =< Vg»
Wahrend sich jedes Intervall einer aquidistanten Stimmung als n-fache Summe
des atomaren Intervalls schreiben lie, 1aft sich Jedes Saitenverhaltnis einer

aquidistanten Stimmung als n-faches Produkt des atomaren Saitenverhaltnisses
darstellen.

Fur die gleichschwebende Stimmung gilt hierbei:
AMy ={(Vp | V= Vp0 )
Da die Oktave das Saitenverhaltnis 1/2 besitzt und die gleichschwebende

Stimmung bedeutet, da die Addition von 12 Halbtonschritten eine Oktave
ergeben sollen, folgt fur das atomare Saitenverhaltnis:

G:Vvpll=1:2 = vp=() /12

ochluBbemerkung:

Wahrend in Abschnitt | der Intervallbegriff qualitativ Uber die Wahrnehmung
auf seine algebraischen Eigenschaften hin  untersucht wurde, folgte in
Abschritt 2 emme  Gegenuberstellung durch  die Einfuhrung des
Satenverhaltnisses, und in  Abschnitt 2  wurde die algebraische
Intervalladdition auf die Saitenverhaltnisse ubertragen.

S0 besteht also die Intervall Algebra aus zwei Gruppen, die zueinander
1somorph sind. Diese Isomorphie erlaubt eine eindeutige Verbindung zwischen
der qualitativen und quantitativen Struktur dieser Algebra.

Die Konsequenzen fur die Anwendung konnten immer nur am Rande erwahnt
werden.

Ludger Hofmann-Engl
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